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Formulaire concernant les polynémes

Les faits suivant sont pour rappel et sont admis.
Soit K un corps. On note

K[X] :{P<X):adXd—i_adledil_}—"'_FaOa PR 7GOEK}

I’anneau des polynomes a coefficients dans K; c’est egalement un K-espace vectoriel. On ecrira
X" =1 et on identifiera comme d’habitude le corps K avec I’ensemble des polynémes constants en
posant pour A € K, AX? = \.
Etant donné un polynéme

P(X) = agX? + ag_ 1 X'+ + ag,

on dit qu’il est de degré deg(P) = d > 0 si ag # 0 et aq est appelé "coefficient dominant" (par
convention le polynéme nul est de degré deg(0) = —o0).

Pour e > 0 note K[X]<, I'ensemble des polynémes de degree < e. C’est un sous K-espace vectoriel
de K[X] dont une base est donnee par les monémes

B, ={1X, -, X}

Divisibilité
Soient P, Q) € K[X]; si il existe un polynome S € K[X] tel que P = Q.S on dit @ divise P et que P
est un multiple de ). Un polynéome P non-nul est dit irréductible si et seulement si il est de degré

> 1 et que les seuls polynémes qui le divisent sont, soit les polyndémes constants (nécessairement
non-nuls) soit les multiples scalaires de P (les polynémes de la forme A\.P avec A € K*).

Coprimalité et relations de Bezout

Deux polynomes A, B sont dit premiers entre eux et on le notera (A, B) = 1 si et seulement si les
seuls polynémes qui divisent a la fois A et B sont les polynémes constants.
En particulier un polynome P est irreductible si et seulement si il est de degree > 1 et qu’il est
premier avec tout polynéme qui n’est pas un multiple de P.
Identité de Bezout: deux polyndémes A et B sont premiers entre eux si et seulement si il existe des
polynomes C, D tels qu’on a l’egalite

CA+D.B=1.
Division euclidienne

On rappelle également que étant donné A # 0 un polynéme non-nul, pour tout P € K[X] il existe
des polynémes uniques @, R € K[X] avec deg(R) < deg(A) tels que

P=QA+R

Le polynéme R est le reste de la division euclidienne de P par A et @) est le quotient.

Evaluation de polyndémes

Soit V' un K-espace vectoriel de dimension d, End (V') l'algébre des endomorphismes de V', M;(K)
I’algébre des matrices d x d a coefficients dans K. Etant donnee ¢ € End(V) et M € My(K),
I’evaluation d’un polynéme

P(X) = agX*+ag X 4+ 4 ag

en ¢ ou en M sont les éléments suivants
P(g) = aap” + ag_19"" + -+ + apldy € End(V)

P(M) = agM® + ag 1 M*™ + -+ + agldy € My(K).
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On rappelle que les applications
ev,: P € K[X] — P(p) € End(V), evy : P € K[X] = P(M) € My(K)

sont K-lineaires et des morphismes d’anneaux pour les lois usuelles. Ainsi, si A, B sont des polynomes
premiers entre eux l'identité de Bezout devient par evaluation

C(p) 0 A(p) + D() 0 B(p) = Idy,, C(M).A(M) + D(M).B(M) = Id,.



Exercice 1 (Questions de cours et QCM). .

1. Enoncer le Théoréme de Cayley-Hamilton pour un endomorphisme ¢ € End(V') d'un K-espace
vectoriel de dimension finie.

2. Il existe un unique morphisme de groupes ¢ : (Z,+) — (Q,+)
Vrai Faux

3. Le groupe (R-¢, X) muni de la multiplication externe
A\, z) € RxRyg — 2> € Ry

est un R-espace vectoriel.

Vrai Faux
4. Soit M = (é ?) alors {Idy, M, M? M3} est une base de My(Q).
Vrai Faux
0 0 3
5. Le polynoéme caractéristique P, p(X) de la matrice M = [ 1 0 2| € M;3(Q) vaut
011

o X3 -3X%2-2X -1 o X3 - X2-2X -3 o X3+ X24+2X +3



Exercice 2. Soit V = {f(z) = P(z)e**, P € R[X]<3}
1. Montrer que V est un R-espace vectoriel isomorphe a R[X] 3.
2. Donner une base de V.
3. Montrer que 'application de dérivation D f(z) = f’(x) définit un endomorphisme de V.
4. Donner sa matrice dans la base que vous avez donné; est ce que D est un automorphisme 7

5. Calculer P p(X) et trouver le/les sous-espaces propres de D (le/les ker(D — A.Idy) pour A
une racine de P, p(X)).

6. Que vaut (D — 2Idy)*?

7. Trouver A € R tel que (D? — AIdy)* = 0 (on rappelle que D* = D o D).

Réponses auz questions de I’Ezercice 2 (répondre a Uintérieur de la boite)
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Exercice 3. Soit (G, -) un groupe commutatif fini de cardinal noté |G| = d. On note
V=FGC) ={f:G—=C}=C"
I’espace vectoriel des fonctions de GG & valeurs dans le corps des nombres complexes C. On note
G = Homg, (G,C*) = {x : G = C*, x morphisme}

I’ensemble des morphismes du groupe (G, -) vers le groupe multiplicatif (C*,-); un tel morphisme x
est appelé un caractére de GG. En particulier, on a les inclusions

G C F(G;C*) c F(G;C).

Ainsi on voit G comme un ensemble de fonctions sur G a valeurs dans le groupe C* ou dans C. On
veut étudier la structure de I'ensemble G.
On rappelle que G ~ G agit sur lui-méme par multiplications a gauche: pour g € G on note cette
action

ty:heG—g-hed.

Cette action induit une action 4 droite F(G; C) v~ G (mais comme G est commutatif c¢’est aussi une
action a gauche): on notera encore cette action t,:

ty: f € F(G;C) — t,(f) avec t,(f) : he G f(g-h).
On rappelle que cette action est lineaire: ¢, € GL(V).
1. Donner une base de V' (on ne demande pas une preuve que c’est une base).

2. Montrer que G est un sous-groupe du groupe (F(G;C*), x) quand F(G;C*) est munit de la
loi de multiplication des fonctions a valeurs dans C*

fi-farhe G fi(h)- folh) € C*, f~'h— f(R)7.
On notera 1 le caractére trivial (constant égal a 1).

3. Montrer que pour tout x € G et tout g € Gon a x(g9)¢ = 1. En déduire que G est fini. On
note son cardinal

d=|G|.

4. On va montrer que la famille G est libre dans V. Pour ce faire on introduit le "produit scalaire"

sur V x V:
VxV = C

(o2 (fi. f2) = (f1, f2) = Xopeq Fr(R) - fa(h)

Montrer que (e, ®) est une forme bilinéaire symétrique et que pour tout g € G on a
(tg(f1):tg(f2)) = (f1, f2)-

5. Montrer que pour x, & € @, on a

_Jd six-g=1

(on pourra calculer t,(x) et utiliser I'identité précédente pour un g convenable).

6. Montrer que

~

:{Xl :l)-.. 7X&\}
est une famille libre de V' et que d <d.



7. Pour g € GG, on considére I'application
evg:xeér—)x(g)é(cx.

Montrer que ev, est un morphisme de G vers C* et que

Q»

eve i g€ G evy € Homg, (G, C*) =
est un morphisme entre G et le groupe des caractéres du groupe G.
8. On suppose que ev, est injectif. Montrer qu’alors d < d et que G est une base de V.

Remarque. On peut en fait montrer que ev, est injective et G est une base de V mais examen est
déja suffisamment long.
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Exercice 4. Soit K un corps et V un K-espace vectoriel de dimension d > 1.
Soit ¢ € End(V'). On notera

Py(X) = Pearp(X) = det(XIdy — ¢) € K[X]

son polyndéme caracteristique.
On note

K[p] = ev (K[X]) = {P(¢), P e K[X]} C End(V)

'ensemble des polynomes en ¢ (ie. I'image de K[X] par 'application d’evaluation ev,,).

1.

Montrer que K[p] est un sous-anneau commutatif de End(V') et un sous K-espace vectoriel
(une sous K-algebre de End(V)).

. Montrer que

Klp] = K[pl<a1 = {R(p), R € K[X],degR <d—1}

et en deduire que
dimg K[p] < d.

On pourra pour cela utiliser la division euclidienne de P par P, et invoquer Cayley-Hamilton.
On suppose a partir de maintenant que P,(X) est un polynéme irréductible. Montrer que pour
tout R € K[X]<4—1 non-nul 'endomorphisme R(p) est inversible.

On pourra commencer par noter que R et P, sont premiers entre eux et utiliser 1’ Identité de
Bezout .

. Montrer que K[p] est un corps et calculer sa dimension comme K-ev.

Soit
Cent() = { € End(V), Yo p = po}.

I'ensemble des endomorphismes de V' commutant avec ¢ (Cent(y) est appelé le centralisateur
de o). Montrer que Cent(p) est un sous-anneau et un sous-espace vectoriel de End(V') et que

K[p] C Cent(p).

Soit 1) € Cent(p) — {0} et W = ker(1)). Montrer que (W) C W.

On suppose que W # {0}. Soit ¢ € End(W) la restriction de ¢ a W. Montrer que Piq oy,
divise P, (considérer la matrice de ¢ dans une base convenable).

. Montrer que 9 est inversible.
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